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1 はじめに
近年，飽和不飽和浸透流モデルを用いて，地下

水涵養や流動，流出過程が数値的に解析されている．
一方，数値計算により得られた解の信頼性の観点か
ら，精度保証が求められている．本研究は，アダプ
ティブ法を用いて解の精度を保証した流出解析を行
うことを目的とする．
2 支配方程式
流域内の地下領域における水分移動に関して，以

下に示す三次元 Richards式を用いる．
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ここで，Cw(ψ)は比水分容量，Ssは比貯留量，aは
係数，ψ(x, t)は圧力水頭，u(x, t)は水理水頭 (u =
x3 + ψ)，K(ψ)は不飽和透水係数，θは体積含水率，
Ωが対象空間領域，T は時間領域である．
土壌水分特性には以下の関係を持つ van

Genuchten-Mualem型のモデルを採用する．

Se =
θ − θr

θs − θr
=





[(1 + (α|ψ|)n)]−m if ψ < 0
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ここで，Seは有効飽和度，θsは飽和体積含水率，θr

は残留体積含水率，α, m, nは土壌水分特性に関す
るモデルパラメータで，m = 1− 1/nの関係がある．
Ks は飽和透水係数，Kr(ψ)は相対透水係数比であ
る．
3 アダプティブ FEM
ここでは上述の支配方程式を空間領域に関して離

散化し，有限要素法 (FEM)を用いて解くものとす
る．FEMによって得られる解は厳密解の近似であ
り，その精度はメッシュ依存性があることが知られ
ている．その離散化誤差を定量的に扱うのがアダプ
ティブ法である．これは，有限要素解析解から誤差

ノルムの事後推定に基づいて，要素サイズや基底関
数の次元を制御することによりメッシュの改善を行
う方法論である．
3-1 誤差ノルム 誤差ノルムは以下のように定義さ
れる (Zienkiewicz and Zhu, 1987)．ここでは，土壌
水分の移動は全水頭の勾配によって生じることから，
全水頭の勾配の誤差を評価する H1 セミノルムを採
用する．
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ここで，E は有限要素解析解における誤差ノルム，
uは厳密解，uhは有限要素解析解である．厳密解は
不明であるため，有限要素解析解を用いて推定され
る．線形基底関数を用いたGalerkin FEMでは近似
解は C0 級の連続性を有するため，その一次導関数
は要素境界において不連続となる．そこで，以下の
Winslowの平滑化法によって各節点における値を求
め，基底関数によって補完した近似関数を厳密解の
一次導関数とみなす．
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≡ ūxi

=
nn∑

j=1

Nju
j
xi

(6)

ここで，

uj
xi

=

∑
e∈ηj

∂uh
e

∂xi
|Ωe|

∑
e∈ηj

|Ωe|
(7)

であり，ūxi
は推定された厳密解の一次導関数の近

似解，nnは節点数，Nj は節点 jに関する基底関数，
uj

xi
はWinslowの平滑化法によって得られた一次導

関数の節点値，ηj は節点 j を含む要素の集合，|Ωe|
は領域 Ωe の測度である．
要素分割の質を表す指標として誤差ノルム率 λが

用いられる．

λ =
|u− uh|H1(Ω)

|u|H1(Ω)
(8)

ある許容誤差 λ̄を達成するため，要素サイズが制御
される．現状の要素サイズと制御後の要素サイズの
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関係は，制御によってすべての要素における誤差ノ
ルムが等しくなるという仮定を用いて，以下のよう
に表される (Zienkiewicz and Zhu, 1991)．
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であり，nd は次元数，he は要素の代表長さ，hnew
e

はメッシュ制御後の要素の代表長さ，Eeは要素 eに
おける誤差，Ep

e は要素 eにおける許容誤差，ne は
要素数である．
3-2 アダプティブ ·リメッシング 離散化誤差を改
善するメッシュ制御法には，r法，h法，p法といわ
れる 3つの方法がある．ここでは，河川網や観測点，
土地利用境界を表す節点を任意に追加することので
きる h法の要素再生成法を採用する．
厳密解の一次導関数を推定したのと同様に，要素

ごとに求められた要素寸法 hnew
e から，Winslowの平

滑化法により節点における要素寸法を求め，各節点
に関する基底関数を用いて領域全体の要素寸法関数
を得ることができる．この逆数は節点分布密度と呼
ばれ，これに基づいて節点が発生される．新たに発生
された節点を用いて，ドロネイ網変換法 (Schroeder,
et al., 1988)によりメッシュが生成される．
4 適用例
アダプティブ法を滋賀県高島市境川の小流域 (図

1)に適用する．対象領域を三角柱要素を用いて要素
分割する．一般に飽和不飽和浸透流モデルを用いて
土壌水分の動態を解析する場合，降雨時の鉛直方向
の浸透流に対応するため，水平方向に比べ鉛直方向
の要素長が小さい要素が使用される．そこで，擬似
二次元とみなし，三角形要素を用いて領域の要素分
割を行ったうえで鉛直方向に層厚を与えることとす
る．また，流体解析における要素分割では，時間変

化する流速や圧力に対応するために時間ステップご
とに要素の再分割が行われるが，今回のような流出
解析の場合，流況は地形や土壌に大きく依存するた
め，同一のメッシュを用いる．ここでは，降雨直後
で流域内の土壌水分が一様に分布していると仮定し
て全水頭を与える．すなわち，全水頭の勾配は地形
の勾配と一致する．
初期メッシュとして，等間隔に分割された構造型
メッシュを用いる (図 2)．初期メッシュにおける誤
差ノルムは図 2に示されるように地形勾配が大きい
ところで大きくなっているのが分かる．許容誤差を
20% として再分割したメッシュと誤差ノルムを図 3
に示す．
5 まとめ
山地流域における飽和不飽和浸透流モデルによる

解析の精度を保証するために，アダプティブ法を用
いた．三次元領域のモデル化を行うが，要素形状の
特徴から擬似二次元であるとみなし，三角形要素を
用いて要素分割を行った．初期メッシュでは地形勾
配が急な地点で誤差が大きかったが，アダプティブ
法により得られた要素分割では，勾配が大きい地点
では細かく分割され，それにより誤差は均等化され
ることが示された．
今回は土壌水分が一様であるとの仮定を用いて要
素分割を行ったが，今後は，時間的に変化する全水
頭に対応した要素分割について検討する必要がある．
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図 1：流域の鳥瞰図 図 2：初期メッシュ 図 3：アダプティブメッシュ

Fig.1: 3-D view of watershed Fig.2: Initial mesh Fig.3: Adaptive mesh
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