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1 はじめに
近年，地表水と地下水の流動を連成させた流域モ

デルが提案されている [1]−[6]．多くのモデルにおい
て，地表水流動には水平 2次元拡散波方程式，地下
水流動には 3次元 Richards式が支配方程式として
用いられている．湛水時の地表面における地表水と
地下水との水交換は，拡散波方程式においてはソー
ス項，Richards式においては境界条件として扱われ
る．地表水-地下水間の質量保存のために，拡散波方
程式のソース項とRichards式の浸潤フラックスは同
じ値を与える必要がある．有限要素法（FEM）を数
値解法として採用した場合，Richards式の境界条件
を与える方法としては，湛水深をDirichlet境界とす
るものと浸潤フラックスを Neumann境界とする方
法があり，いずれの場合も問題が生じる．Neumann
境界の場合は，質量保存は保たれるが，時間や土壌
水分量に依存する浸透能式を必要とし，新たなパラ
メータの同定が必要となるだけでなく，計算される
地表面の圧力水頭は湛水深と必ずしも一致しない．
また，Dirichlet境界として与える場合は，地表面の
圧力水頭は水深と一致するが，境界における浸潤フ
ラックスを要素内のフラックスで代用しなければな
らず，水収支の保存性を保つことができない．
そこで，本研究では，1階偏微分方程式系として

定式化を行う LSFEM（Least-Squares FEM）[7]を
Richards式の数値解法として採用したモデルを提案
する．LSFEMにおいては，圧力水頭とフラックス
が未知変数として計算されるため，Dirichlet境界と
して圧力水頭を与えても，その境界におけるフラッ
クスも自動的に計算される．すなわち，湛水時の地
表面における矛盾のないモデル化が可能となること
が期待される．ここでは，鉛直 1次元領域を対象と
し，一定水深での湛水状態における浸潤フラックス
の時間変化と地表面付近の要素分割を変化させた場
合の変化について計算し，その有効性を検証する．
2 LSFEMを用いた定式化

LSFEMでは，高階の微分項に対して新たな変数
を導入することにより，1階の偏微分方程式系（移流
方程式系）として定式化を行う．一般に，移流問題
に対しては上流スキームを導入する必要があり，そ
の数値モデルにおいて得られる連立 1次方程式は非

対称となるため，反復解法による解の計算が困難に
なる．LSFEMでは，定式化の過程で自動的に上流
化の効果を付与することができ，かつ，あらゆる微
分方程式に対して正定値対称である係数行列を形成
する．そのような連立 1次方程式には，CG（Con-
jugate Gradient）系の行列解法が有効であり，本研
究においても，CGSTAB（CG Stable）法を用いる．
圧力水頭を未知変数とした鉛直 1次元 Richards

式は以下のように定義される．
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ここで，
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であり，C は貯留係数，ψは圧力水頭，h (= ψ + x)
は水理水頭，Kは不飽和透水係数，θは体積含水率，
Ss は比貯留量，x (∈ Ω)と tはそれぞれ座標と時間
である．ここで，フラックスとして p (= K∂h/∂x)
を定義することによって，以下の 1階偏微分方程式
系とする．
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時間微分に対して，完全陰解法を採用することによ
り以下のようになる．

A1
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+ A2u = f (3)

ここで，
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であり，nは時間に関するインデックス，δtは時間
ステップである．式 (3) の u に対して，近似関数
ū = (p̄, h̄)T ∈ X × H = {H1

0 (Ω)} × {H1
0 (Ω)}を導
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入し，その残差の二乗を汎関数 I として以下のよう
に定義する．

I =
1
2

∫
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)2

dx (7)

近似解 ū と同様の関数空間に属する試行関数 v =
(q, k)T ∈ X × H を用いて，汎関数 I の停留問題は
以下のように表される．

lim
s→0

d

ds
I(ū + sv) = 0 (8)

最終的にこの停留問題は，任意の vに対して，以下
の式を満たす ūを求める問題として帰着される．∫
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(9)

ここでは，h，pともに線型近似を用い，kと qに
は基底関数を与える．この LSFEMによる定式化に
おいては，水位境界とフラックス境界は，それぞれ
hと pに対してDirichlet型の境界条件として与えら
れる．
3 計算例
計算例として，図 1に示すような鉛直 1次元領

域を対象とし，透水係数が 1.0 × 10−2 cm/s の砂
を想定した．土壌水分特性と不飽和透水係数には，
van Genuchiten-Mualem型のモデルを採用する．初
期状態を ψ(x, 0) = −20 cmとし，境界条件として
ψ(0, t) = −20 cm，ψ(50, t) = 5 cmを与える．図 2
に示すように，領域の分割数を変えた 4つの計算格
子を用意し，LSFEMと Galerkin FEMでそれぞれ
計算を行う．湛水開始からおよそ 15分後に定常に達
し，その時の浸潤量は 1.165× 10−2 cm/sであった．
計算結果（図 3）から，Galerkin FEMではすべて
の要素分割において，LSFEMよりも累積浸潤量が
過小に計算されることが分かる．また，LSFEMで
は，ケース 1以外の要素分割では，湛水開始直後に
浸潤量の差があるものの，各ケース間の累積浸潤量
の誤差は小さいことが分かる．
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図 1：対象領域
Fig.1: Objective area
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図 2：要素分割
Fig.2: Computational grid
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(a) LSFEM
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(b) Galerkin FEM

図 3：累積浸潤量

Fig.3: Cumulative infiltration

4 まとめ
鉛直 1次元 Richards式に対して，LSFEMを適

用した数値モデルの提案を行った．この定式化によ
り，水位境界においても同精度でフラックスを計算
でき，地表水と地下水を連成させる場合，矛盾のな
いモデルを構成することができる．また，LSFEM
とGalerkin FEMを用いた計算例では，累積浸潤量
に関して LSFEMの方がメッシュ分割に依存せず計
算できることが示された．
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