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１．はじめに 
ゼロ回帰型の確率微分方程式である一次元ラ

ンジュバン方程式を用いた水文過程のモデル

化に関し，これまでにいくつかの提案を行って

きている [1-4]．さらに，水需要のダイナミクス
を確率過程として捉える[7]とは異なった状況
下において，一次元ランジュバン方程式を貯水

池運用における最適意思決定問題に対して応

用することも試みてきている[5,6]．しかしこれ
までは，渇水レベルを表す指標として確率変数

の絶対値を用いており，渇水を現す領域が連結

となっていなかった．確率変数の値そのものを

渇水レベルとして取り扱えばこの問題は解決

されるが，さまざまな応用において現れるコル

モゴロフ後退方程式のような放物型偏微分方

程式の領域が半無限領域となり，数値計算の実

際においては困難が生じる．台が半無限領域と

なるような基底関数を用いた有限要素法を用

いることも考えられるが[1]，ここでは，変数変
換によって半無限領域を有界な領域に移す手

法を提示する．その結果得られる放物型偏微分

方程式に対して標準的ガレルキン法ならびに

風上化手法を適用し，数値解を求める．さらに，

モンテカルロ法による直接計算の結果とも比

較する． 
２．渇水レベルの確率過程モデル 
ゼロ回帰型の確率過程 tX を支配するランジュ
バン方程式は，  

d d 2 dt t tX rX t D B= − +  (1) 
で表される．ここに，tは時間，rは定数の回帰
係数，D ( 0> )は定数の拡散係数， tB は標準1次
元ブラウン運動である．確率過程 tX を渇水レ
ベルのモデルとしてとらえ，Kをある定数パラ
メータとし， tX K< である間は十分湿潤な状

態が継続し， tX K≥ である間は渇水が発生して

いるものとする．湿潤状態を表す領域 xΩ =
( ), K−∞ は半無限領域であるが，変換 

( )expy x D=  (2) 
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によって ( )( )0,expy K DΩ = に移る．また，全

領域 ( ),−∞ ∞ は ( )0,∞ に移る．さらに，伊藤の公
式により(1)は 

( )d 1 log d 2 dt t t t tY r Y Y t Y B= − +  (3) 
となる．確率微分方程式(3)に対するコルモゴロ
フ後退方程式は 

( )
2

2
21 log 0p p pr y y y

t y y
∂ ∂ ∂

+ − + =
∂ ∂ ∂

 (4) 

となる．ここに， ( ), , ,p p t y= τ ζ は， tY y= であ

った場合に ( )0,∞ の部分領域Gに対してY Gτ ∈

となる遷移確率 ( ), , ,P t y Gτ を生成する確率密

度関数である． 
渇水リスクの評価や水資源管理戦略の導出

においては，初期渇水レベル tX に対して将来
の時刻 τまで十分湿潤な状態が継続する確率を
計算することが重要である．この確率を u =

( )( )xp,eu t x D = ( , )u t y とする．積分演算の線

型性より，uは領域 yΩ において(4)と同一の放
物型偏微分方程式 
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 (5) 

を満たすことがわかる．終端条件 
( , ) 1u yτ =  (6) 

および境界条件 

( )( ), exp 0u t K D =  (7) 

はuの定義より自明である．さらに，確率密度
関数の諸性質および ( )

0
lim log 0
y

y y
→

= であること

により，いまひとつの境界条件 
( ),0 0u t =  (8) 

が得られる．  
３．計算手法の概要 
放物型偏微分方程式の終端値境界値問題(5)～
(8)に対しては，変換後の y空間方向に有限要素
法を，逆向き時間方向に完全陰形式有限階差法
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を適用する．各時間ステップにおいて得られる

連立一次方程式系は，ガウス－ザイデル法によ

って求解する．領域 yΩ は等間隔 y∆ の要素に分
割する．有限要素法にもとづく離散化手法とし

ては，標準的ガレルキン法，ならびに，前報[6]
に準じた風上化手法を用い，比較する．ただし，

風上化手法で用いる重みを定めるための局所

ペクレ数Peは，ここでは 

2

log 1 logy ry y r yPe y y
y y

− −
= ∆ = ∆ (9) 

となる．この局所ペクレ数 Peについては，
0y = 付近，また， y∆ を小さくしていった場合

の挙動について検討する必要があるが，評価は

各要素中央において行うこと，ならびに，Peの
発散時には一次精度風上差分法となるような

重みを用いているため，とくに問題は生じない． 
さらに，元のランジュバン方程式(1)を離散化

し， d tB を擬似乱数で近似するモンテカルロ法

によって ( )( )xp,eu t x D を直接計算する．

４．計算結果

標準的な問題として， 1r = ， 1D = ， 1K = の場
合を考え，放物型偏微分方程式の終端値境界値

問題を 0t = τ = から 10t = − まで数値的に解く．

領域 ( )0,y eΩ = は200等分し， 200y e∆ = とする．

よって，第 i 節点 200y ei= は領域 xΩ の

( )1 log 200i+ に対応する．時間間隔は1 8640と
する．モンテカルロ法においても同じ時間間隔

を用い，初期時刻 10t = − において ( )1 log 200i+

あった1000の粒子のうち時刻 0t = に領域 xΩ 内
部に留まっているものの数をカウントして

( )20, 00u ei を計算する．計算を実行した結果，

おおむね 10i > については各計算手法の間で大

きな違いはなかったが，終端値境界値の不連続

点である 0t = かつ 0y = 付近では図１に示すよ

うな違いが見られた．また，厳密解において満

たされるべき最大値原理は，風上化手法では満

たされていたが，標準的ガレルキン法では満た

されていなかった．風上化手法による数値解の

鳥瞰図を図２に示す．

５．おわりに

放物型偏微分方程式の数値計算における基本

的な問題について確認した．確率制御問題にお

いて現れるHJB方程式も放物型偏微分方程式で
あるが，その求解にあたってモンテカルロ法は

原理的に利用できないので，計算手法を慎重に

検討していく必要がある．

図１ 様々な計算手法を用いて得られる数値解 
Fig. 1 Numerical solutions using different 

computational methods 

図２ 風上化手法による計算結果の鳥瞰図 
Fig. 2 Bird’s-eye view of the computational result 

using the upwind method 
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