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1．緒言 

 根―土接触面の摩擦特性を明らかにすることは，倒伏のメカニズムや斜面に対する

植生の保護効果を明かにするために必要である．これまでに，根―土接触面の摩擦特

性を計測する試験機が開発され，それを用いて根―土接触面の摩擦特性の計測と計算

接触力学に基づく簡易なモデル化が達成された 1)．そこで，これまでに得られた根―土

接触面の構成方程式を，倒伏や根混じり土のせん断試験といった実問題へ適用する準

備として，計算接触力学に基づく接触計算コードを開発した．また，計算コードの検証

を行うため，先行研究 2)に示されるベンチマーク計算である Ironing problemを計算し，
先行研究における結果との比較を行った．  

2．根―土接触計算コードの開発 

多体の静的接触問題の支配方程式は，物体における力のつり合い式と構成式に加えて，

接触面における制約条件式と構成式である．接触面構成式離散化および線形化のため，

支配方程式を弱微分することで次式に示す弱形式を得る．  
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ここに，とはそれぞれ現在配置におけ
る部分空間およびその境界，i j， xi はそれ

ぞれコーシー応力テンソルと位置ベクト

ル，は密度，ni はノイマン境界上の外向き

法線ベクトル，ti  は表面力ベクトルである．

また，viは仮想速度であり，uN およびuT

は仮想変位のうちそれぞれ接触面に対して

法線方向および接線方向の成分であり，pN，

tT はそれぞれ接触面における垂直応力とせ

ん断応力である．領域を有限要素，接触面

をNTS要素で離散化し，線形化することで
図1に示す線形化方程式を得る．なお，接触
面の塑性構成式 1)2)を満たす必要から，接触

面 の せ ん 断 応 力 更 新 法 と し て Return-
Mapping法を用いた．また，応力および変位
の時間積分には前進オイラー法を用い，メ

ッシュの更新はUpdated Lagrangian法によ
り行った．また，時間ステップごとに

Newton法による反復計算を行った．以上に
より得た計算アルゴリズムを図1に示す．  
京都大学大学院農学研究科 Graduate School of Agriculture, Kyoto University 固体力学  

LOOP over increments : n = 1,2,..., end of timesteps
Add force/displacement increments on f / u
Generate contact elements on c
Check contact : gN < 0 on a
Calculate [Kstick(vtr

n,0)],[K(vtr
n,0)]

Solve :
vtr

n,1=[K(vn,0)+Kstick(vn,0)]-1fn (Grobally updated, but elastic)

under Dirichlet/Neumann condition on f / u
LOOP over iterations : j = 1,2,..., convergence

IF j>1→ Check contact : gN < 0 on a
IF j>1→ Update frictional force

with Return-Mapping algorithm
LOOP over iterations : k=1,2,...,convergence

Calculate[K(vn,k)], fn,k+1
int, fn,k+1

contact

rn,k+1=fn - fn,k+1
int-fn,k+1

contact

Check for convergence ||rn,k+1||<TOL→EXIT
Solve :

vn,k+1=[Kstick/slip(vtr
n,j,k)+K(vn,j,k)]-1rn,k+1

with
vn,k+1 = 0 on u

vtr
n,k+1=vtr

n,k + vn,k+1
END LOOP
Check convergence　→　EXIT

END LOOP
Check convergence　
→　Update mesh and EXIT

END LOOP

図1 計算アルゴリズムの概要
Frictional contact algorithm using the penalty method
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3. 計算条件  
計算コードの検証を目的に，摩擦のある接触問題のベンチマークである Ironing 

problem2)を計算する．Ironing problemとは，厚板とブロックの接触問題であり，ステッ
プ1とステップ2の2つの過程により構成される．ステップ1においては，図2の左上に存
在するブロックを準静的に下降させ，厚板に押し付ける過程である．また，ステップ2
は，ステップ1を完了した状態から開始し，ブロック上端を右方向に，厚板右端まで滑
らせる準静的過程である．以上の過程を，摩擦あり接触を仮定して計算する．なお，先

行研究 2)においては厚板およびブロックの構成方程式として超弾性構成式を用いてい

るが，ここでは線形亜弾性構成方程式を用いる．なお，用いた材料パラメータは先行研

究と同様である．結果の検証のため，

変形図，主応力線図および垂直反力の

時間変化を出力し，先行研究との比較

を行う．変形図および垂直反力の時間

変化は先行研究と比較を行い，計算の

妥当性を検証する．  

4. 結果と考察  
計算結果は，変位図，垂直反力の時

間変化ともに先行研究 2)とよく一致

したことにより，計算結果の妥当性を

確認した．変位図を図 3に，垂直反力
の時間変化を図4に示す．変位図およ
び垂直反力の時間変化は先行研究と

よく一致した．一方で，接触開始位置

が先行研究 2)より遅い点，およびステ

ップ 2の開始時点では反力増加が先
行研究より緩慢な点が差異として認

められた．前者は，本計算アルゴリ

ズムにおいて，各時間ステップで反

復計算の初回に接触が判定されなか

った要素については反復計算の次回

以降でも接触なしであると仮定して

いたために生じた差異であり，時間

ステップ間隔をより細かくすること

で解消されると考えた．また，後者

に関しては，構成方程式の差異に起

因するものであると考えた．以上に

より，新たに接触計算コードを開発

し，ベンチマーク計算に適用する

ことで従来の接触計算コードと

同様の結果およびロバスト性を

得た．特に，従来NTS要素による
離散化では計算が不可能だった

領域でも安定した計算を行った． 
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図3最終時間ステップの変形図
Deformed mesh at the end of time steps

図 2 Ironing problem の初期メッシュ  
Initial mesh of the ironing problem 
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